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對於這個簡單模型, 精確到小數點後 3 位是可行的, 因為前 7 年不會崩潰, 而我們只制

定 5 年計劃。 其次, 讓我們看看隨機模型。 假定每個 aij 以 1/3 的小概率作 1% 的小擾動。 再

假定諸 a
(n)
ij (i, j=1, 2, n ≥ 1) 相互獨立。 還是從 x0 = (44Δ 344, 20) 出發, 那麼

P[T x0 = n] =

⎧
⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, 若 n = 1,

0.09, 若 n = 2,

0.65, 若 n = 3.

這樣, P[T ≤ 3] ≈ 0.74。 也就是說, 這個經濟模型在 3 年內崩潰的概率達到 0.74, 可見運

行 2 年之後就必需調整 (記得對於決定性情形, 崩潰時 T x0 = 8 年)。 事實上, 我們可以證明:

在適當條件下, 對於一切 x0 > 0, 都有

P[T x0 < ∞] = 1,

即若不及時調整, 經濟將以概率 1 走向崩潰。

我們已經看到經濟的敏感性: 依據所具備的客觀條件, 有它自身的合理的發展速度, 太快、

太慢都不好。 如不考慮隨機因素, 就會造成很大的失真。 隨機數學的運用, 會使問題的解答比決

定性的處理更精密而不是更粗糙。 經濟最優化的數學模型是一個待開墾的數學研究領域, 有大

量有趣並重要的待解決課題 (例如崩潰時間的估計, 最優投入策略等等)。 這個方向是如此迷人,

以至於作為開篇寫入 [1], 從中可找到更詳細的內容和文獻。

順便指出, 在研究隨機模型時, 我們用到了隨機矩陣理論。 這個理論在物理和統計中都是

極為重要的。 我國許寶騄是這一理論的早期開拓者之一 (1939)。 這一理論與泛函分析的交融,

產生了自由概率論 (1985) 的新的數學分支, 並被成功地應用於 von Neumann 代數的分類問

題。

2010 年是華羅庚和許寶騄的百年誕辰。

華羅庚 許寶騄

"数学的进步". 数学通报(2012): 第51卷第9期
                              數學傳播(2013): 37卷1期
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政府關注

上述國際數學中心以及我國為數不少的數學研究機構, 都是政府的財政撥款支持的。 這從

一個側面反映出政府對於基礎研究的重視。

講到其他國家政府的關注, 應當提到 2006 年 4 月 18 日, 美國總統的行政命令, 成立“國

家數學委員會”。 這是第一個國家級的數學委員會。 委員會的職責是就如何最好地利用有關數學

教學和學習的研究成果向總統和教育部長提供建議。 2006 年 5 月 15 日, 17 位數學家、 認知

學家和數學教育家被任命為國家數學委員會成員。

其次, 應當提到奧巴馬 2011 年國情咨文。 其中兩次提到數學: “中國和印度等國已意識

到. . . . . . 他們開始對他們的孩子進行更早和更長時間的教育, 更加重視數學和科學。” “在未來

十年, 我們將需要準備 10 萬名科學、技術、工程和數學學科教師。”

民間資助

就我們所知, 至今最大的民間資助來自 Simons 基金會。 2010 年, 該基金會投入 4 千萬

美元用於數學等基礎理論研究。 須知美國國家科學基金會 2009 年資助數學的強度是 2 億 2 千

萬美元。

這位 Simons 是何許人也? 網上說: 詹姆斯 · 西蒙斯 (James Simons) 是世界上最偉大

的對沖基金經理之一。 事實上, 他是一位很有成就的數學家。 他和陳省身發現了著名的“Chern-

Simons 不變量”。

2011 年是陳省身的百年壽辰。 華羅庚、 許寶騄和陳省身堪稱為我們的民族英雄。 他們幾乎從平

地而起,經歷了戰爭等我們無法想像的艱難困苦, 逐步奮鬥成為頂天立地的第一批華裔數學家。

陳省身 James Simons

30 年來, 諸多數學世紀難題的破解為我們樹立了不朽的豐碑; 研究領域的不斷拓展形成了
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5gO��]Ô: pzn, vnq. 7 �E�

vn Ñ gmax, Repznq Ñ maxj Repλjq.
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1. Which matrix has real spectrum?
Real symmetric matrices. E: countable.
Real A“paijq is symmetrizable if
Dpµką0q s.t. µiaij “ µjaji. co-zero
A: symmetric/selfadjoint on L2pµq. µ ?
DiagpµqA “ A˚Diagpµq

ôDiagpµqADiagpµq´1
“ A˚

ôDiagpµq1{2ADiagpµq´1{2

symmetrizing “Diagpµq´1{2A˚Diagpµq1{2

é¡
�nØÚ�{ Ñ ��¡
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Computational technique. aijě0, i‰j

Invariant/Harmonic measµA:irreducible

Q :“ A´DiagMatrixrA1s ñ Q1“0.

Solve µQ “ 0, µ0 “ 1. unique
Quasi-symmetrizing:

pA :“ Diagpµ1{2
qADiagpµ´1{2

q.

A symmetrizable w.r.tµ iff pA symmetric:
pA˚´ pA “ 0? Diagonals, summing
�7{ (BNU) Maximal eigenpair 2019 c 3 � 22 F 12 / 43



Criterion and representation. aijě0, i‰j
Path: i0Ñ i1Ñ¨ ¨ ¨Ñ in, aikik`1

ą0

µi0
ai0i1
ai1i0

“µi1 aikik`1
‰0,

ai0i1
ai1i0

ą0

µi0
ai0i1
ai1i0

¨
ai1i2
ai2i1

“ µi1
ai1i2
ai2i1

“ µi2

ai0i1
ai1i0

ai1i2
ai2i1

¨ ¨ ¨
ain´1in

ainin´1

“
µin
µi0

p‹q

in“ i0: Kolmogorov (1936) circle theorem.
µi0“1, path-indep, field theory, smallest
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Hermitizable/complex symmetrizable?[aii ¢]
A “ paijq is Hermitizable [���] if
Dpµką0q s.t. µiaij “ µjāji. co-zero
A: symmetric/selfadjoint on complexL2pµq

DiagpµqA “ AHDiagpµq AH:“pĀq˚

ôDiagpµqADiagpµq´1
“ AH

ôDiagpµq1{2ADiagpµq´1{2 Hermitizing

“ Diagpµq´1{2AHDiagpµq1{2.

��
�nØÚ�{ Ñ ���
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Criterion for Hermitizability

aijě0, i‰j. A.N. Kolmogorov (1936),
..., Z.T. Hou & C. (1979).

Theorem (C. (2018))

Complex A “ paijq is Hermitizable iff
two conditions hold simultaneously.

For each pair i, j, either aij&aji“0
or aijajią0 pô aij{ājią0q.
The circle condition holds for each
smallest closed path without round-trip.
�7{ (BNU) Maximal eigenpair 2019 c 3 � 22 F 15 / 43



Tridiagonal/Birth-Death matrixA„

pak,´ck, bkq, E“tkPZ`Z`Z` : 0ďkăN`1u

Q“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´c0 b0 0
a1 ´c1 b1

a2 ´c2 b2
. . . . . . bN´1

0 aN ´cN

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

pakq, pbkq, pckq: complex sequences.
BD: aką0, bką0, ck“ak̀ bk, cNěaN .
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Tridiagonal matrix: T „ pak,´ck, bkq

Theorem

The tridiagonal T is Hermitizable iff the
following two conditions hold
simultaneously.

The diagonals pckq are real.
Either ai`1&bi“0 or ai`1bią0

©¬ pôbi{āi`1ą0q.

Then µ0 “ 1, µk “ µk´1

bk´1

āk
.
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Theorem/Algorithm. Let T„pak,´ck, bkq.

Supp m :“supkp´ck`|ak|`|bk|q
`ă8

and set uk“akbk´1, c̃k“m`ck,
0ďkăN 1̀. Next, define b̃0“ c̃0ą0,
$

’

&

’

%

b̃k“ c̃k´uk
L

b̃k´1, ãk“ c̃k´b̃k,

1ďkăN

ãN “uN
L

b̃N´1 if N ă8.
Then ãk, b̃ką0; c̃N ě ãN if N ă8.
Moreover, [Hermitizable] T is isospectral

to rQ„pãk,´c̃k, b̃kq.
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Explicit uk“akbk´1“|akbk´1| & c̃k

b̃k“c̃k´
uk

c̃k´1´
uk´1

c̃k´2´
uk´2

. . . c̃2´
u2

c̃1´
u1

c̃0

ãk“c̃k´b̃k, kăN ; ãN “uN
L

b̃N´1.

�7{ (BNU) Maximal eigenpair 2019 c 3 � 22 F 21 / 43



Isometry and isospectrality
Every irreducible Hermitizable tridiagonal
matrix T on complex L2pµq is isospectral

to a birth–death [BD] Q-matrix rQ on real
L2pµ̃q: µ̃ “ |h|2µ, Th “ 0 on r0, Nq.

Explicit h rQ“Diagphq´1TDiagphq

h0“1, hn“hn´1

b̃n´1

bn´1

, 1ďnďN. �

Isometry: fÑ f̃ :“f{h, }f}µ“}f̃}µ̃
Isospectrality: pTf, fqµ“

`

rQf̃, f̃
˘

µ̃
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Mathematical methods

‚h-transform [C. & Xu Zhang, 2014]:

L “∆`V Ñ rL“∆`b̃h∇, Lh“0,
L on L2pdxq is isospectral to rL on

L2pµ̃q :“ L2p|h|2dxq. �O�
Criteria for discrete spectrum (one dim)
‚Feynman-Kac semigroup: real L“∆`V

Ttfpxq“Ex
"

exp

„
ż t

0

V pwsqds



fpwtq

*

.
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Remove “tridiagonal” condition

HermitizableôDiagpµq1{2ADiagpµq´1{2

is Hermitian
Hermite

U
Ñ tridiagonal, real, symmetric
Ñ BD (by our result)

Householder transformation
Top 10 in 20th century C.G.J. Jacobi, 1846

Results from BDÑHermitizable. 173 years

HermiteÑHermitizable: þ!Ñ�þ!0�. BD.

gT�nØªkÙ�*��3.
HermitianÑNon-Hermitian, PTPTPT-symmetry
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}eiθnx}”}x}. ṽ :“v{vp0q. ��C�

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

-1.0 -0.5 0.5 1.0

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

ṽ9: red. ṽ10, ṽ11, ṽ12 and g̃ are coincided
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2. Computing the maximal eigenpair. Trid

E “ tk P Z`Z`Z` : 0 ď k ă N ` 1u.

Q “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

´3 2 0
1 ´3 2

1 ´3 2
. . . . . . . . .

0 1 ´3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

,

λ0 ` 3 “ 2
?

2 cos 2π
N`2

g0pjq“2´pj`1q{2 sin pj`1qπ
N`2

, j PE.
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Shifted Inverse Algorithm

Given initial pv0, z0q « pg0, λ0p´Qqq,
suppose for kě1, we have pvk´1, zk´1q.
Let wk solve the equation

`

´Q ´ zk´1I
˘

wk “ vk´1.

Next, let vk “ wk{}wk}, zk “ δk
´1

Then pvk, zkqÑ
`

g0, λ0p´Qq
˘

, kÑ8.
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Isospectral matrix having conservative rows
E “ tk P Z`Z`Z` : 0 ď k ă N ` 1u.

rQ“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´3 22´1
2´1

0
22´2
22´1

´3 23´1
22´1

23´2
23´1

´3 24´1
23´1

. . . . . . . . .

0 2N`1´2
2N`1´1

´3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

λ0̀ 3“2
?

2 cos 2π
N`2

«2.82843, Ně2562.
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The initial vector for rQ decays very fast

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

5.×10-119

1.×10-118

1.5×10-118

2.×10-118

2.5×10-118

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

5.×10-119

1.×10-118

1.5×10-118

2.×10-118

2.5×10-118

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

5.×10-119

1.×10-118

1.5×10-118

2.×10-118

2.5×10-118

The value on r500, 2000s
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The initial vector for rQ decays very fast 0.70.70.7Ó

2 4 6 8 10 12

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

2 4 6 8 10 12

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

2 4 6 8 10 12

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

The value on r0, 12s
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The initial vector for rQ decays very fast 0.70.70.7Ó

2020 2030 2040 2050

5.×10-305

1.×10-304

1.5×10-304

2.×10-304

2020 2030 2040 2050

5.×10-305

1.×10-304

1.5×10-304

2.×10-304

2020 2030 2040 2050

5.×10-305

1.×10-304

1.5×10-304

2.×10-304

The value on r2010, 2050s
maximum/minimum«10306
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QSym: symmetrization of rQ

QSym
“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´3
?

2 0
?

2 ´3
?

2
?

2 ´3
?

2
. . . . . . . . .

0
?

2 ´3

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

For the symmetrized matrix,
maximum/minimum “

?
2 ăă 10306.

Sum of each row‰0, loss of martial arts.
Isospectral transform ñ non-symmetry.
Unsolvable circulation. ?uý¸
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Ûg©�, ý/½)

N`1 zp0q zp1q zp2q zp3q

102 .171573 .172686 .172934 .172941

5̂ 102 .171573 .171628 .171618

103 .171573 .171584 .171587

5̂ 103 .171573 .171573 p1.597sq

104 .171573 .171573 p6.578sq

1.5̂ 104 .171573 .171573 p29.16sq
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C.& Y.S. Li Tridiagonal Q

2016 h-transformation p2014q
��

Hermitizable
T,A 2014

2018 //
rQ. Initial pvp0q, zp0qq

2016 ��

Basic esti
p2010q

2016oo

Coupling of rQ
&Qsymp1991q

2018 //
Iterative equation

`

´Q sym´zpk´1qI
˘

ˆ

wpkq“vpk´1q

2016

��

zpkq“ ζ´1k
p2010q

2018

ee

2018
yy

L.H.Thomas
algo p1949q

2018

88

shift zpkq “

vpkq˚p´ rQqvpkq

Default algorithm
OO

zpkq“ δ´1k
p2010q

2017oo

C.& Y.S. Li Tridiagonal Q

2016 h-transformation p2014q
��

Hermitizable
T,A 2014

2018 //
rQ. Initial pvp0q, zp0qq

2016 ��

Basic esti
p2010q

2016oo

Coupling of rQ
&Qsymp1991q

2018 //
Iterative equation

`
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˘

ˆ
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��
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yy
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2018
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shift zpkq “
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C.& Y.S. Li Tridiagonal Q

2016 h-transformation p2014q
��

Hermitizable
T,A 2014

2018 //
rQ. Initial pvp0q, zp0qq

2016 ��

Basic esti
p2010q

2016oo

Coupling of rQ
&Qsymp1991q

2018 //
Iterative equation

`

´Q sym´zpk´1qI
˘

ˆ

wpkq“vpk´1q

2016

��

zpkq“ ζ´1k
p2010q

2018

ee

2018
yy

L.H.Thomas
algo p1949q

2018

88

shift zpkq “

vpkq˚p´ rQqvpkq

Default algorithm
OO

zpkq“ δ´1k
p2010q

2017oo
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3. Improved global algorithm2017

General nonnegative matrix.
Example.

A“pakjqN N̂ , akj“
2k^j´ 1

2j
` 1tjďkuakj“

2k^j´ 1

2j
` 1tjďkuakj“

2k^j´ 1

2j
` 1tjďku.

Using Mathematica (version 11.3),
Maximal eigenvector is computable iff
N ď 39. Without term 1tjďku, software
is available iff N ď 11.
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Quasi-symmetrization.

Quasi-symmetrizing:

pA :“ Diagpµ1{2
qADiagpµ´1{2

q.

µQ “ 0? Maybe not practical!

akj“
2k^j´ 1

2j
`1tjďku. µk “ 2´k.

µk “
`

2 ˆ 102{39
˘´k
.
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Results of quasi-symmetrization

µk “
`

2 ˆ 102{39
˘´k
. 1650 " 39

N 523 800 1000 1500 1650

zp1q
8.96625
8.99793

8.97632
8.99911

8.98126
8.99943

8.98993
8.99975

8.99086
8.99979

zp2q
8.99734
8.99746

8.99885
8.99891

8.99926
8.9993

8.99967
8.99969

8.99973
8.99974

zp3q
8.99744
8.99744

8.9989
8.9989

8.9993
8.9993

8.99969
8.99969

8.99974
8.99974

Here zpkq denotes the output of Step k of the
lower/upper estimates of ρpAq. Mathematica
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The model comes from single
death Q“pqij : i, j“1, . . . , Nq

A“pakjq:“ p´Qq
´1: Not co-zero!

Q “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´ ˚

` ´ ˚ ˚

` ´ ˚
. . . . . . . . .

0 . . . . . . ˚

` ´

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.
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A “ p´Qq´1 ą 0
Lemma

Let Q: a Q-matrix (not necessarily
conservative) on E, derived by tPtutě0.
Then, p´Qq´1 exists and nonnegative
(pointwise, may be 8). If moreover, Q
is irreducible and tPtutě0 is transient,
then p´Qq´1 is finite and positive.

Proof As an increasing limit of weak

pλI ´Qq´1
“
ş8

0 e
´λtPt dt, λ Ó 0.
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VÇ�Ôn!êÆÙ§©|���

�²ïÚOÔnêÆÄ:: �A*
ÑL§�XÚnØ

�CêÆóä: �«­½5��Ý
�O(4 ò�)

Ä:: ÷�; �Å: [^; Ôn: �ú;
©Û: °|; �ê: pä; O�: �í;
A^: �<
a×�ï� 4 «¸., Æ���'ß
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uÛ��ÊÍ�À8,1�Ü©"©
ïÄ�ô�?�§����Ñ5.

�O��Æ¯[§�w2ÝÚ�Ý.
ü´�§�¤�Ø��;[§�é
���Æ�uÐØv�.
ü´2,�Ð	1,Jk¢�5¤Ò.

Æ��m¢SþÃØ�}��õ�.

�Æ¯I�k�¬ºÝ, #g�,
��É. �â/, “û”
�a.

#Û�{§�§B<�Ï§a�P�
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a���

�&ä!
a¯²!÷1°!a¯!

[` Martin L.Silverstein, 1979.
Masatoshi Fukushima-2014]

�[»!ôL�!
���, 1990’s, ?Ø�,
­:�8, 97–98¥!�Ü��8, 2002
Üö�!ñËÙ!
ñ�!©=!¶��......
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http://math0.bnu.edu.cn/˜chenmf

The end!
Thank you, everybody!
���[�

43
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